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Resumo. Uma formulacéo para o estudo da interacéo entre uma estrutura, representada por
uma placa, e um carregamento oriundo de um subsistema dindmico mével é apresentada.
Utiliza-se a analise modal para a definicdo dos transformadores que representem esta
interac@o energética entre a placa e o subsistema mecanico. Ressalta-se as facilidades do
procedimento generalizado da técnica dos grafos de ligagdo no tratamento deste problema. A
validagdo do procedimento adotado € obtida atravées de um exemplo onde um oscilador
percorre a superficie de uma placa, sendo apresentados, em seguida, os resultados de
simulagdo que destacam a importancia de um modelo que considere o comportamento global
do sistema. Discute-se, por fim, a melhoria do modelo ao se unir a técnica dos elementos
finitos & dos grafos de ligacdo, visando uma maior flexibilidade na caracterizacdo da
estrutura.
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1. INTRODUCAO

O problema de cargas movels comegou a ser estudado quando se observou que uma
estrutura submetida a um carregamento movel, apresentava uma deflexdo maior do que
guando submetida a um carregamento estético.

Esta classe de problemas tem sido abordada através de modelos simples, onde o
carregamento € constante ou harmonico e a estrutura €, em geral, representada por vigas
seguindo a hipétese de Bernoulli.

Por se tratar de um assunto de grande relevancia para a engenharia, esforgos tem sido
realizados com o intuito de se dar um tratamento matemético mais aprimorado, a fim de que
outras estruturas, envolvendo carregamentos mais complexos, possam também ser estudadas.

A técnica dos grafos de ligagdo tem se mostrado eficaz na solugcdo de sistemas que
envolvam solicitagfes dinamicas, inclusive quando ha interacéo entre subsistemas de natureza
distinta (Karnopp et al., 1990). Deste modo, esta técnica torna-se perfeitamente aplicavel ao
estudo do comportamento de uma estrutura modelada como meio continuo, quando submetida
a um carregamento movel proveniente de um subsistema modelado a partir de parametros
concentrados.



Diferentes estruturas podem ser analisadas através do procedimento generalizado e,
devido & modularidade possibilitada pela técnica dos grafos de ligagdo, pode-se, ainda,
acoplar subsistemas mecanicos distintos.

O modelo matematico obtido na forma de equacfes de estado permite uma andlise fisica
do sistema global, isto € uma andlise da estrutura de placa, do subsistema mecanico e da
interacdo entre os dois.

2. MODELAGEM DO SISTEMA

Utiliza-se a andlise modal na construcéo do modelo da estrutura. Determina-se 0 nimero
de modos necess&rios para representa-la, e, para cada modo sdo definidos os elementos
inerciais, capacitivos e resistivos. Estes elementos tém por objetivo representar a inércia, a
flexibilidade e 0 amortecimento modal da estrutura.

Considera-se, como exemplo, uma placa simplesmente apoiada, submetida a agdo de um
sistema dindmico que desloca-se com uma determinada vel ocidade ao longo de uma trgjetéria
plana pré-estabel ecida, conforme mostrado na Fig. 1. Neste caso um oscilador, composto por
massa, mola e amortecedor, sujeito a uma forca genérica, representa o subsistema que
interage dinamicamente com a placa.
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Figural—Modelo fisico do sistema

As freqiiéncias naturais (w,,,) de algumas estruturas, e seus respectivos modos de vibrar

(W.,,), podem ser encontrados na literatura. Para o caso de uma placa simplesmente apoiada,
Meirovitch (1967) mostra que
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onde De € arigidez flexiona da placa expressa pela Eq. (3). E, v e p sdo, respectivamente,
modulo de elasticidade, coeficiente de Poisson e densidade de &rea do material. As dimensdes
da placa séo representadas por a e b e pela espessurah.

Neste trabalho foram utilizados, a titulo de validagdo do procedimento, os primeiros
guatro modos de vibrar (Wi1 , Wiz , Wo; € Wh, ) para representar os deslocamentos da placa,
porém um numero maior de modos pode ser facilmente incluido no modelo caso sgja
necessario. A contribuicdo de cada um dos quatro no deslocamento total da placa pode ser
visualizadanaFig. 2.
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Figura 2 — Modos de vibrar da placa

O grafo de ligacdo indicado para este exemplo, € apresentado na Fig. 3. A parte
correspondente a estrutura basela-se no modelo proposto por Karnopp et al. (1990) para o
estudo de uma viga sujeita a flexéo, porém, como se trata de um procedimento generalizado,
pode-se aplicdlo a qualquer estrutura. A adaptacdo para o problema de placas € perfeitamente
vélida, desde que se substitua o0 médulo dos transformadores pelos modos de vibragéo da
placa.

Devido a caracteristica modular da técnica dos grafos de ligacdo pode-se, facilmente,
acoplar a estrutura a qualquer subsistema mecanico. Para representar um oscilador, foi
construido um grafo no qua estivessem incluidos seus efeitos inerciais, capacitivos e
resistivos.
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Figura 3 — Grafo de Ligagdo para uma estrutura que interage com um oscilador



A cada juncdo 1 do grafo da estrutura estdo associados a inércia (Im), a flexibilidade
(Cm) € 0 amortecimento (Ry,) modal. Para a placa, obtém-se:
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onde ¢,,, €0 fator de amortecimento modal.

O oscilador também apresenta inércia (m), flexibilidade (1/k) e amortecimento (c). Os
transformadores modulados ( MTF ) presentes no grafo representam a contribui¢éo dos modos
de vibracdo da estrutura no ponto de contato com o oscilador. Estes transformadores
representam atransicdo das variaveis fisicas para variaveis modais e vice-versa. Como neste
trabalho o carregamento € movel, as coordenadas de posicdo do oscilador mudam a cada
instante, tornando necessaria a utilizagdo de transformadores modulados, cujos modulos séo
apresentados a seguir:
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onde v, e v, S0 as velocidades do oscilador nos eixos x ey, respectivamente.

A juncdo 0, do grafo correspondente a estrutura, realiza o somatério da contribuicéo de
cada modo de vibrar, para compor a configuracdo deformada do sistema. Esta juncéo
representa a Eq. (11), que difere da equagdo utilizada na andlise modal cléssica, unicamente
pelo fato de ndo estar expressa em funcdo dos deslocamentos, mas sim das velocidades

w(x, y,t) e A(t), respectivamente, fluxos real e modal.
Widx, y,t) = 5 W, (x y)n(t) (11)
O modelo de estado associado ao grafo da Fig. 3 pode ser expresso por:

X = AX +BU (12)
Y =CX +DU (13)



onde X é o vetor de varidveis de estado, U é o vetor de varidveis de entrada, Y € o vetor de
variaveis de saida e A, B, C e D s80 matrizes com 0s coeficientes representativos das
propriedades fisicas do sistema e dos mdédulos dos transformadores modulados que,
representam as contribuicdes de cada modo na solucéo do problema.

Para a andlise das interagdes energéticas entre os dois sistemas, pode-se avaiar o fluxo de
poténcia através da ligacéo 20, que sera calculado por

Po = €0 (14

Logo, apds a gumas mani pul agbes matematicas, obtém-se 0s seguintes vetores e matrizes
para 0 modelo de estado:
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3. RESULTADOSOBTIDOS

O modelo apresentado, via grafos de ligacdo, foi implementado computacional mente
utilizando os recursos de um programa comercial de analise matematica.

De posse do modelo implementado, propds-se um exemplo no qual uma placa era
atravessada por um oscilador, cuja trgjetoria era retilinea, paralela a uma das laterais,
passando pelo centro da placa.

Considerando-se que a Unica forca atuante sobre o oscilador é o seu préprio peso,
admitiu-se que ele comega a atravessar a placa no instante t = 2s, tempo este suficiente para
gue a sua posi¢do de equilibrio sgja atingida.

Para 0 modelo de placa foram definidas as seguintes propriedades:

- Dimensdes. a=1m; b=1meh=0,001m

- Densidade de &rea: p =7,7Kg/m?

- Mddulo de elasticidade: E = 210 GPa

- Coeficiente de Poisson: v =0,25

- Fator de amortecimento modal: ¢, =5% (paratodos os modos)

Para 0 oscilador foram utilizadas as seguintes caracteristicas:

- Massa m=1Kg
- Rigidez damola: k=1500 N /m
- Cosficiente de amortecimento: ¢ =10 N.s/m

Com as constantes definidas, foram realizadas simulagbes para se verificar o
comportamento do sistema, quando o oscilador apresenta uma velocidade de 7m/s.

Figura 4 — Configuragdo do sistemanosinstantes: (a) t =1,99s; (b)t=2,05s; (c)t=2,10se
(dt=215s



A Fig. 4 apresenta os resultados obtidos para quatro instantes diferentes da simulagdo. Na
Fig. 4(a), antes de entrarem em contato, o oscilador apresenta a sua configuracdo de equilibrio
e a placa sua configuragdo indeformada. Nos instantes posteriores, Fig. 4(b) e Fig. 4(c),
guando o oscilador encontra-se nas posic¢es 1/3 e 2/3 da placa, respectivamente, observa-se
gue seu comprimento sofre uma variagéo, conforme a estrutura se deforma. Na Fig. 4(d), uma
vez gque os dois subsistemas ndo mais interagem, pode-se verificar 0 amortecimento da
estrutura trazendo-a para a posi¢ao de equilibrio.
Para melhor analisar a variagéo na deformac&o do oscilador e da placa, interagindo entre
S, apresenta-se na Fig. 5 as vistas laterais do sistema para trés instantes distintos.
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Figura5 —Vistalateral do sistemanosinstantes. (a) t =2,05s; (b)t=2,10se(c)t=2,14s

Como se pode observar, existe uma relacdo entre a deformacdo dos subsistemas. Ao
entrarem em contato, o oscilador cede energia para a placa e, enquanto ele a atravessa, uma
parte desta energia lhe € devolvida. Esta relacéo fica mais clara quando se examina, na Fig. 6,
o fluxo de poténcia entre os subsistemas. Este resultado é de grande importancia no estudo da
interac80 energética, pois através dele, pode-se saber em que momento, oscilador e placa
fornecem ou recebem energia um do outro. E importante ressaltar, que este resultado, é
facilmente obtido através da técnica dos grafos de ligagdo, como mostra a Eq. (14).
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Figura 6 — Fluxo de poténcia entre os subsistemas

Através da metodol ogia proposta pode-se obter, também, o comportamento das variaveis
no dominio do tempo, como mostra a Fig. 7. Neste exemplo, o deslocamento vertical do
oscilador, em cadainstante, é apresentado para diferentes vel ocidades.
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Figura 7 — Deslocamento do oscilador para: (a) v =3m/s; (b) v = 8,88 m/se(c) v = 20m/s

Outros resultados podem, ainda, ser facilmente obtidos a partir do modelo de estado
apresentado nas Egs. (12) e (13), umavez que qualquer informacdo do modelo fisico pode ser
escrita a partir das varidveis de estado X e do vetor de entradas U.

4. CONSIDERACOESFINAIS

O modelo proposto neste trabalho apresentou uma estrutura de placa modelada a partir
dos seus primeiros quatro modos de vibrar, entretanto o procedimento definido € geral, o que
significa, que um maior nimero de modos podem ser incluidos no modelo. Este procedimento
pode, ainda, ser utilizado para outras estruturas, desde que sgjam definidos corretamente suas
fregliéncias naturais e seus modos de vibragéo.

O subsistema mecanico adotado, também foi de carater genérico, pois qualquer outro
subsistema poderia ser proposto e acoplado a estrutura sem maiores dificuldades, preservando
sua complexidade original de modelagem.

Estas caracteristicas de generalidade e modularidade, além da forma automética e
elegante com gue se obtém o equacionamento matemético e seus consecutivos resultados, séo
possibilitadas gracas a técnica dos grafos de ligagéo.

O modelo apresentado pode ser melhorado significativamente, se a andlise modal for
substituida pelo método dos elementos finitos na representacdo das estrutura. Este método
permite a elaboracdo de modelos estruturais mais complexos, que, aliados a técnica dos
grafos, podem continuar sendo utilizados para o estudo da interagdo com subsistemas
mecani cos.
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MOVING LOADSON PLATES: A FORMULATION USING THE MODAL
ANALYSIS

Abstract. This paper introduces a formulation for the study of the interaction between a
structure, represented by a plate, and a moving load originated from a dynamical subsystem.
The modal analysis has been used to define the transformers, which represents the energetic
interaction between the plate and the mechanical subsystem. The facilities of the generalized
procedure of the bond graph technique is taken into account. The example of an oscillator
travelling all over surface of a plate is introduced to valid the adopted procedure. Some
results is shown to emphasize the significance of the model which considers the global
behavior of the entire system. The modeling of the structural dynamics using the finite
element method, to get a better model is discussed at the end of this paper.
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